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Über  jene  Gebilde,  welche  geschlossenen,  aus  drei 
tordirten Streifen hergestellten Flächen durch gewisse 
Schnitte entspringen 
von 
Johann L. Schuster in 'VieIl. 
(]\fit" Tafeln.) 
(Vorgelegt  in  der  Sitzung  am  5.  Jänner  1888.) 
Vereinigt  man  bei  einer  aus  drei  biegsamen  Streifen  zu-
sammengesetzten Fläche (Taf. I, Fig. 6) deren fi'eie Enden: (At)' 
(A2), (Aa)  nach  Drebungen  um  irgend  welclie ganze Vielfache 
\'on 180
0
: 
·und fUhrt durch die auf solche Art construirte gesclllossene Fläche 
einen  längs  den  l\fittel1inien:  00::17  00::2 ,  017.3  sämmtlicher 
Streifen in sich selbst zurUckkehrenclen Schnitt, so  gewinnt man 
stets neue  geschlossene Flächen)  welche, je  nachdem  .sie  aus 
·einem  oder  ans  zwei  oder  allen  drei  Flächensectoren  :  I7.j  00::2 , 
0::1 00::3 )  0::2 017.3  durch Vereinigung  ihrer  freien  Enden  herstellbar 
sind (Taf.  I,  Fig.  7, 8, 9),  mit F 1  oder  P2  oder  F 3  bezeichnet 
werden lllög'en.  Hiebei können  die  von Fall zu Fall nm gewisse 
Vielfaehe vOll 180
0
: 
Xl X 180
0
,  a..·2 X 180
0
)  a,'a X 180'" 
vel'drehten Flächen:  F 1 ;  F 2 ,  Fa  bald  als  isolirte  Gebilde  auf-
treten  J  bald nach bestimmten Gesetzen ineinander hängen,  bald 
eig'enthUmliche  Combinationen  von  Knoten  und  Verbindungen 
aufweisen,  del:cn  vollständige  schematische  Beschreil.n1l1g  die 
Hauptaufgabe der vorliegenden Abhandlung' bildet. 
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Als  oberste  Classification  ihrer  Resultate  ergibt  sich im 
Anscl1lusse  an  den  natürlichen  Entwicklungsgoango meiner dies-
bezUglichen zahlreichen Expm'imente 1  eine Gruppinmg nach vier 
verschiedenen KategoriC11 von Specialfällen. 
Die el'steKategorie umfasst sUmmtliehe Fälle, in welchen die 
durch  den  Schnitt erzeugten Gebilde  ohne Zuhilfenahme irgend 
welcher  topologischer  Gattungsbegriffe  vollständig beschrieben 
werden können.  In die zweite  Kategorie  sind jene Fälle einzu-
beziehen, in welchen durch AusfLthrung des Schnittes Gebilde in 
einfachen Verbindungen,  beziehungsweise mit  einfachen Knoten 
erhalten werden, während die Fälle der dritten Kategorie sämmt-
liehe Gebilde in Doppelverbil1dungen, sowie jenc mit VcrknUpfnn-
gen,  l'espectivc  V ß1oschlil1gungen  in  sich  begreifen. 2  - Alle 
Fälle endlich,  deren  vollsHindige Cbaracteristik  die  Einftthl'ung 
höherer  topologischel'  Gattungsbegrjffe  erheischt,  zählen  zur 
vierten Kategorie und sind mit  den  fHther  behandelten Fällen 
insoferne topologisch verknUpft,  als  eine entsprechende Spc-
cialisirung ihrer  Gattungsbegriffe  die niederen  Gattungosbegriffe 
(leI'  dritten, beziehungsweise zweiten Kategorie von Fällen lieferto 
Jede der viel' Kategorien g'1iec1ert sich ihrerseits in verschie-
dene Unterabtbeilungen,  bei deren Feststellung  neben der  All-
z a h 1  der  durch  den Schnitt  erzeugten Gebilde  auch  noch  die 
specifischell  topologischen  :Nferkmale  der  letzteren  hl 
Betracht kommen.  Da  nun jene Anzahl unmittelbar  durch  die 
Anzahl  der  goeschlossenen  Curven  bestimmt  wird,  welche  die 
urspl'üllg1ich gegebene Fläche von Fall  zu Fall begrenzen, llml 
bekanntlich jeder  ringförmig'  geschlossene  Strcifen  eine  oder 
zwei Randcurven besitzt, je nachdem seine Torsion ein ungerades 
oder ein gerades Vielfaches Yon  180
0  beträgt,.  entsprechen  die 
eingefühTten Unterabtheilungen - abgoesehen yon den singulären 
Fällen  - durchgängig  je ein erb  es tj  m m t e 11  Combination 
1  Die Anzahl meinet
o  protokollh"ten Experimente betriigt 360. 
'2  Diese Gattungsbegriffe sind zuerst in der 1881 im LXXXIV. Bande 
der Sitzungsherichte  der  kais.  Almc1emie  pub1icilo ten Abhanclhmg meines 
Lehrers Profo Dro  O. Simony: "Über jene Gebilde, welche uns kl;cnzfönni-
gen Flächen durch paarweise Vereinigung ihrer Enden uud gewisse, ill siell 
selbst  zurUc.kkehrende  Schnitte  Gntstehen"· - aufgestellt  und  discntil't. 
wor(len. Schnittfigul'en ans drei tordirteu Stt'cifen.  219 
ungerader respective geraderWel'the derTorsionszahlen: tu 12 ,  13 
und lassen sich arithmetisch durch gewisse, dem Zahlenschema: 
) 2ft, 
t1 = -+ (2lt+ 1 ' 
~ 21;, 
t2  =  -+ 12k+1' 
,entnommene  Gruppen  von  Substitutionen  fnr  t1 ,  t 2 ,  t3  charaC'-
terisil'en,  welche  erst  in  den  allgemeinen Fällen  der  vierten 
Kategorie  slimm tli ehe  unbestimmte  ganze  Zahlen:  11,  k,  I 
enthalten. 
In diesem Sinne erscheinen  die Fälle der ersten drei Kate-
gorien jenen der vierten Kategorie nicht nur topolog'isch, sondern 
~1.Uch  arithmetisch untergeordnet,  so  dass  man  bei  der je-
weiligen Entscheidung der Frage, welch  c  GebHdc  b elie big 
gewählten  8pecialisirullgcn  von  lu t21  ta  zug'chörcn, 
stets von dem Schema der Fälle vierter Kategorie auszugehen 11M. 
Um mithin der Beschreibung' der in Frage stehenden Gebilde die 
nöthige Übersichtlichkeit  zu  verleihen,  müssen  in  allen  Unter-
-abtheilungen jene Specialisirungen  yon  lt, k, l  angegeben wer-
den,  welche  yon Fällen  höherer Kategorie  auf solche  niederer 
Kategorie fuhren. 
Was  ferner  die  Bestimmung  der Zeichen  anlangt,  welche 
die jeweiligen nume1'ischen Wel,the  VOll  t 1 ,  t 2 ,  ta;  :vu  ~'2' ''Va  zu 
erhalten haben,  so mag dieselbe hier in gleicher 'Veise  wie  bei 
ringförmig  geschlossenen,  knotenfreien  Streifen  erfolgen. 1  Es 
werden also  z.  B.  fUr  eine  nach  dem :Mnstel'  der schematischen 
li'ig. 5  ('I'af. I)  construirte geschlossene FJäche  - entsprechend 
den Überkl'enZtmg'el1  ihrer als  Doppellinien g'ezeichncten Rand-
curven - die Torsionszahlell  der  beiden  äusseren Streifen  als 
})osltiv,  jene  des  Mittelstreifens  als  negativ  in  I-iechnung  zn 
ziehen sein,  - In  demselbell Sinne mag auch bei jeder verkno-
teten FHiche  Fs'  deren Vel'knotung'  je  nach  der Art  jhrel' Auf-
lösung' verschiedene Wel'tl1e  für  X s  liefert  und  illsoferne  k ei n e 
1  S. h.  die drittc.L\.uftagc der Broehut'c VOll Prof. Simony: "Gemein-
fassliche, leicht contl'olirual'c Lösung der Aufgabe: Iu ein ringförmig  ge-
schlossenes Bttud  einen Knoten zu machen - und vcrwandter merkwiirdi-
gel' Probleme". (""Vieu,  Gerold &Comp. 1881), 
• • 
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eindeutige empirische  Bestimmung  von  :l::1  gestattet,t das 
Zeichen  jener  äusseren  Torsionszahl:  t;  von  Fa  präcisirt 
werden,  welche  angibt,  wie  viele positive, respective negative-
Torsionen um je 180
0  in dem unverknoteten rl'heile der Fläche 
Fa enthalten sind. 
Endlich  kommt  bei  der  Systemisirnng  der  im  Folgenden-
unterschieclenenFälle noch die  allgemeine Überlegung zur Gel-
tung,  dass  sich,  (la  sä  m m t1 ich  e  Enden  nach  ihrer  'l'orsion 
mit  einander vereinigt  werden,  jede  der  drei  Torsiol1szahlen: 
t  t
2  t'l  auf jedes  der drei Enden  beziehen  lässt.  Sobald dern- 1 ,  ,. 
nach die Beschreibung der durch. den erwähnten Schnitt erzeug'-
baren  Gebilde  fUr  irgend  ein  specielles  Werthsystem:  }J, f), l' 
von t{, t2 ,  '3  g'egeben ist, erscheinen zug'leich aueh die Fälle: 
tt =p, t2  =  J',  t3  =  qi  11  =  q,  t2  =1',  la =  1"; 
't =  q,  t  2 = r,  ta =  Pi  t1 = 1",  t2 = P,  la = q; 
t1 =  r,  t2  =  q,  ta =  ]J 
erledigt. - Dies vorausgeschickt, können vorläufig" die Fälle der 
ersten  drei Kategorien  olme Hinzuziehung  neuer  topologischer 
Gattungsbegriffe schematisch dargestellt werden  . 
(I.)  Die :Fälle  erster Uategorie. 
(0:) ...  t1  =  t 2  =  ta = O. 
Es  entstehen  drei  isolirte knotenfreie  und  torsions-
lose Flächen F t • 
(ß) ...  t r  =  + 1,  t 2  =  t a =  O. 
Man erhält zwei isolirte, knotenfrei e  Flächen: F 1,  F2, 
von welchenF1 torsionslos ist, F 2  dagegen die mit t{  gleichbezeich-
nete  Torsionszahl :  x 2  =  +4  besitzt.  Ausserclem  ergeben sich, 
1  Von elen hier benützten Gattungsbegriffen gehöi:en in diese Clnsse 
von Verkuotuugell ausser elen Verknüpfungen und Verschlingungen (s.  die 
zuerst citirte Ahbandhmg, S.  250)  noch  dltS  vcrkcttete Knotcnpanl",  dio 
VClfl.cchtllllg l1U1l der verkettete Doppc1knoten. Scbllittfignren !tus drei tordil'ten Streifeu.  221 
-zwei  isoErte,  kllotenfl'eie  j<""lächen:  PI' F 2  noch  in  den  beiden 
eingulärell Fällen: 
t  - t- - +'>  1  - 2  - ... ,  t  -I- --'>  1  - 2  - ~,  La  =  +1, 
wobei nunmehr die Fläche F 2  unycrdl'cht hleibt,  wäbrenrl F ,  die 
.mit t
1  gleichbezcichnete '1'01's10118zahl:  <1'( = -1-"1  ttllfweist. 
- ,  \ 2h, 
(7) ... t, =  -I- ( 2h  + 1 ' 
Es  entsteht  eine cinzige knotcnfreie und  t01'"ionsl080 
Fläche  Fa'  Ausscl'deUl  gCWillut  man  eiue  einzige  kllotonfreie 
Fläche 1<~'l  noch in den vier sillg'ulärcll Fiillcn: 
t l =  t2 = + 1,  'a =  0; 
'I =  t 2 = -1, ta =  0i 
'I = +;),  t  2  =  +  2 ,  la = -1  j 
1 3  =  + 1, 
wobei Fa im ersten  und  zweiten Falle  (He  'l'ol'siol1szahl:  ",va 
+8,  im  dritten  und  vierten Falle  hingeg'cl1  die  'l'orsiol1szahl: 
_al  = -8 besitzt. 1 
(11.)  Die Fülle  z"weitel'  ]{ategorie. 
(N')  t  - -\-')1'  t  - -1-'''/"  t  - 0  \ ~.  .., '1  - -- "" ",  '2  - _.  '" .',  a  - , 
Es  entstehen  cl r ei Flächen  Pt  mit don  'l'ol'sionszahlen:  I" 
Ll  und  t 1 +[2'  Hiebei  sind  die FHichen  mit  den 'l'ol'sionsznhlcn 
tl ,  t2  von eil13,ncler  isolirt  und  zcigcn U111'  mit der dritten Fläche 
je eine einfache Verbindung,  welche mit der TOl'sionszahl 
t1  l'cspectivc  t2  g'leichsinnig  ist  und  sich  aus  ha.lb  so  viel Auf· 
hiingungcll zusammensetzt, als 11  l'CSpc01ive  l2  Einheiten enthält 
Für h = 0,  beziehungsweise k = °  bleil)t  eine der drei FHichen 
1 Hienach uesitzcll  die hier Hutel'snehtell Gobilau vor jeuen,  welche 
allS l'iug;föl'mig' g'eschlosscuell Biilldcl'u dllrch in I:'ich ßclbst zuriiekkcbl'endc 
Längsschnitte erzeltg"bn,r sind,  SChOll insofcl'ne  ein Ullterschciüendes 1\1erk-
mal,  IÜS  sich  ülJel:lmupt  kein  ringförmig  geschlossenes  Ba.nd  cOl1struirell 
Hisst,  dessen  Zersclmeidllug  Hings  scincr  ~Iittellillie  eine  einzige 1111-
torclirte geschlossene FUiche liefert, während derartige Fliichen aus 
. ÜBll  hier in Betracht g'ozogeuen Gebilden f'lir  n 11 end li  c h  yi el  e  Specinli-
.sirungeu von t}, t2 ,  '3 erhalten werden könl1011. 222  J.  L.  Schuster, 
torsionslos  uncl  von  1) ei  cl en  üb d gen  Flächen  isolirt,  deren 
gegenseitig'e Verbindung leclig'lich  für  h =  I"  =  0,  d. 11.  in dem 
Ausnahmsfalle (I) (0:)  aufgehoben wird. 
((3) ...  t 1 =  +(2h+l), t z =  -j-2k,  ta = O. 
Man erhält z w e i  Flächen:  F t ,  F 2 ,  welche fUr  I;; =  0  isolilt 
sind,  fUr  k>  0  in  einer mit  tz  gleichsinnig'en  einfachen Ver-
bin  cl u n g  kter Art stehen.  Die Fläche F i  ist knotenfl'ci  und  mit 
derTorsionszahl '2  versehen, während  F 2  einen mit tt  gleichsinnj. 
gen einfachen Knoten hter Art und die  Torsionszahl:  ws::::" 
2(t1+1)+t2  aufweist,  in welcher  das Zeichen der Einheit jenem 
von  t1  cOl'respondirt.  Da  die  Bestimmungen:  "Knoten  nunter 
Art". unel "knotenfrei" gleichbedeutend sind, l'esultiren hier-
aus einerseits für  h = k = 0  wieder die in der Unterabtheilnng' 
(I) ((3)  den Torsionszahlen :  '1 = + 1, t2 = l:1  =  0  zugeordneten 
Gebilcle, anderseits fUr h = 0,  Ic-::>O  regelmii.ssig zwei knoten-
freie  Flächen  F l ,  F 2  in einer  einfachen Verhindung vom 
Typus (+  )k'  Es  mUssen  daher  in  die  vorstehende Unterabthei-
lung auch noch die Substitutionen: 
t1 =  +2lt,  t" = +2, ta = -1; t 1 = +2h,  t2, = -2, ta= +1; 
t1 =-2lt, t2,=+2, '3=-1; t l =-2h, 1 2=-2, ta=+l 
einbezogen werden, indem denselben gleichfalls je zwei knoten-
freie, in einfachen Verbindungen von elen Typen: 
(+)"-1'  (+)"+1,  (-),.+1,  (-)"-1 
stehende Flächen:  Ji't,  Ji'2,  entsprechen,  1  deren Torsion  szahlen: 
1  Bekanntlich liefert ein Hings seiner Mittellinie zerschnittener, ring-
förmig geschlossener Streifen im Ganzen für  z w ei 'l'orsionszahlen: t=+2, 
t = -2 zwei  knotenfreie geschlossene Flächen in einer positiven Verbin-
dung erster Art, während jede positive Verbindung höherer Art zweier 
del'ltl'tiger  FlUchen  nur fUr  je eine Specilllisirullg  von t  erzeugt werden 
kann,  Dagegen Hisst sieh bei den hier untersuchten Gebilden zUIl1ichst eine' 
positiveVerbinc1ung erster Art zweier knotenfreier geschlossener Flächen 
flir sechs specielle \Verthsysteme von t], t2 ,  t3: 
+2, +1,0; 
-2, -1, 0; 
+2, -1, 0; 
-2, +1, 0; 
+4, -f-2, -1; 
-4, -2, +1 Schnittfigl1l'en :tus drei tOl'dirteD Streifen. 
ce  '~.  der Reihe na  eh die '''e1'the: 
4  11  •  2-
a;'t =  2h+2,  2lt-2,  -2lt+  2, 
x 2 =  2lt-2,  2h+2,  -2lt-2, 
-2h-2j 
-21t+2 
22H 
besitzen.  Für h  =  1  liefert die ersto und vierte Gl'Uppe von Suh-
stitutionen schliesslich die beiden sing'ulären Fälle  der Unter-· 
.aUtheilung' (I) (ß): 
t1 =  t2- =  + 2,  ta =  -1;  t1 =  t2,  = -2, .ta =  + 1. 
(,,/) ...  t 1  =  +(2h+l), t 2 =  -1-:(2k+l) ,  ta =  O. 
Man  g'ewinllt  eine  ein'l;lge  Fläche  Pa  mit  zwei  ge-
trennten einfa.chen Knoten  htCl'  und /;;tor Art,  von welchen 
der erste mit t1 ,  der 7,weite mit 12  gleichsillnig' ist.  Die rl'orsions-
.zahl von Pa besitzt den Vi  el'th : 
:1..'3  =  2(11 +1) + 2(t2+1), 
in  welcher Summe das  Zeichen der Einheit im  erBtell Summnn-
.clen jenem von  111  im zweiten jenem  von t 2  cOl'l'espondh·l:.  Hie1'-
.tl,ns  ergeben  sich einerseits  fUr  h =  k =  0  üer orste  ulHl  dritte 
singuläre Fall der Untentbtheilung (I) (,,/): 
l1  =  t2.  =  +1,  t3 =Oj  t j  =  t2  = -1, ta =  0, 
. 
anderseits  nil'  h >-0,  k =  0,  he'l;iehungsweise  fUr  h = 0,  Ti: > 0 
lauter Fälle,  in  welchen  die Fläche P3  einen  einzigen ein-
fachen  Knoten  vom  rI'ypus:  (+),. respective  (-f-h  aufweist, 
Deral'tig'e Flächen entstehen auasOl'dem 110ch fUr zwei Heilten von 
Substitutionen.  Die erste Reihe umfasst die FHlle: 
t 1 = 2h+l,  t2 = +2,  la = -.-1; 
t 1 =2h+l, t2 =  -2,13 =  +1; 
'1 =-(2h+l), '2=+2, 13=-1; 
t1 =  -(2h+l), t2 =-2, t:J =  +1, 
herstellen,  und  jede  positive Verbindung  höherer Art  zweier  solcher 
Flächen  z.  B. jene  vom Typus  (+)" fUl'  je vier Werthsystemßyon 
t 1,  t2 ,  i 3 : 
2a, +1, 0;  2a, -1, 0;'  2(a+l), +2, -li  2(a-l), -2, +1 
·erzeugen.  Dasselbe g'ilt natürlich :tuch vou den n egativcn Verbindun-
gen crstm' und höherer Art. 224  J. L. Schustür, 
in welchen die mit den 'l'ol'sionszahlen: 
4(11 +  1),  4(lt+ 1),  -4(It+l)., 
versehenen Flächen Fa allgemein die einfachen Knoten  YOn  deru 
Typen: 
(+  )"-1,  (+)"+1,  (-)"+1,  (-)lt~  1 
besitzen und demgemäss nur unter der Annahme:  It =  1  fUl': 
.  2  1  t  - 3'  t  - ')  t·  - I  t.=+3, t2=,+' t3=- ;  ·1.-- ,  2--':'"  :l-+, 
d. h. im zweiten und vierten singulären Falle <leI' Ulltorabtheilnng 
(I) (,)  knotel1fhi werden.  Die  zweite Heilte  VOll  8ulHstitntionen 
wird durch elie singulären Fälle: 
tl  =  t2  =  /3 =  + 1;  /1 =  t2 =  +;;,  'a = -1  ; 
t l  =  t2  =  ta =  -1  j  'I =  t 2  =  -;J,  ta = + 1 
gebildet,  in  welchen Fa einen mit t1  llugleieh::iinnip;cll  Kno-
ten erster Art und  die  mH  t 1  g'leichsi uui gc 'rorsiow..;znlll: 
~V3 =  +4 erhält. 1 
(lll.) Die FiilIe  drittel' }lategürie. 
(,,) ...  t 1 = +2h, t2 =  -1-2/.0"  t:J  =  =tl. 
l\Jan erhält zwei Flächen:  F t,  l~ mit den 'L'or:,;iom:zalllcu; 
.v1 =  t1+t2 ,  .1:2 =  tt +{2+<!la , 
1  Bei den hier untersuchten Gebilden büstnhCll  abo  f'Ul'  (tin Erzeu-
gung  einer  einzig'en  geschlossenen  Flitelw  mit  (linern  jlo"itivoll  Knoten 
erster ..8.rtim Ganzen sechs specielle vVcl'thsY>ltnmp  VOll  (I' ':],t:l: 
+3  .  1  0- +3  1  Ü'  •  or:  +')  ·1- , -r"  ,-"  -r-,  ."  -. , 
-2, +·1, +1; .  -1, -1, -1;  -3, -8, + 1, 
1Il1d  fitr  die Herstellung  einer  g'cschlosscm)ll Fliiclw  mit  (,hH'lll  pnsitivlill 
Knoten höherer Art, z. B.  mit einem  solchen vom Typus (-+)" je viol' 
specielle 1Vel'thsysteme VOll t1,t'.], t3 : 
"l··+l  +1  0  'J  +1  1  ()  '2 +"  L9  1·  ')  1  <)  -11  ,<  t  ,  ,;  _(~  , -,;  lt  0,  -I-~, -,  .. (l -- .  ,  -~,  -,-.  , 
wiihl'enc1  ein Hings  seiner l\Iittellinie  zerschnittener,  riug'fül'lllig  gCHchlos-
sener Streifen bekmmtlich Dur für j e  ci  nc Spccinlisil'uug iwinm' jeweiliguJl 
TorsiOilszahl eine einzige geschlossene Fläche mit  einl\m  p(lsiti\'{~n Knoten 
Cl'ster, beziehungsweise  höherer Art liefert.  Dasselhe  gilt nutnl'lich auch 
von den  11 e ga ti  v e n  K 11 0 t e n  erster und höherer Art. 
f. 
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; Sdlllittfiglll'lJU :lllS tll'l'i t(I\'(liri;('ll Stl't'it'Pll, 
'welche  im Allgemeillcn in  eillcr Doppelvcl'lJinduug' mit  cin-
einander  steben)  UlHl  zwar  Clltsprcehf'll,  da  bekanntlich I  die 
Doppelvel'binc1nngcll von dun 'l',YllCll: 
[( +)" (+  )bL  1.(+)"  (-)/,1,  1(--)" (+  )r,J,  IC-)', (-·)t,1 
stets in solche VOll  den rI'YPCll: 
[(+)b (+),,],  [(-)"-1 (+)"'1,·11,  1(+),,--1 (-')""'11,  [(--)1> (-),,1 
tl'u,nsfol'mirb:t1'  sin(l,  den  neht  miiglielwH  Zei<'he1lf~oUlhjllntiOTWll 
"on tl ,  t2 ,  [3: 
+++i ++-j +-"+j ---++i 
+  - -; - -I- -',.- j  -""  ..... -o}-;  -,,, ...  _"  ._'" 
zwei acbtgliedel'ige 'I'Yllüugl'll PIWIl,  den~ll t~I'~te: 
[(+)" (+)1.-1,  [(+')"",1 (+.);..  .. t!,  H+)"  (-·~lr.I,  11.--);"'1 (+')1.'1·,11, 
[(+)',-1(-)1."1,,1],  [(-)" (+)1.'1,  \<  -"'/,,1 (-k'll, !()"("'-)k] 
auf Grnndlngc jenor 'rYPÜlIl'clatiollcH  nlllllitt d bUI'  (1 h\  'rypun eh'l' 
zweiten  Gruppe  liufl~l'l:.  GOlllli:-;s  (lülll  weil (\I'lm  S~Lbw,  (la:';H  sieh 
Sl)eciell die Doppdvül'lrinllnllg'üll  VOll  <loll  tI'YP(~Il: 
[( + )"  (+  \,J,  I<. +  )"  (-)1  I,  \(-)" (+  ),1,  !  (-)'1 (-\1 
in einfache Verhill(lnngun von dOll '1'yptm: 
(+)",  (+),+1,  (),t+l) C·<L 
verwandeln  lassen,  kU!l1\(.m  sehlicRs1iel!  {liD der ",wdlen,  dritten, 
sechsten  1111!1  siebenten  ~cielwneolllbilut1ioll  eOl'l'CNpOlHlil'ündcll 
Doppelvel'bilHlnngen t'Ur  k =  1  H,nf  ehtf:Lehe  VCl'hill<lnng:cll 
von  den  '['ypen:  (+),.---1,  (+)"'1-1,  (-)"+1,  (-)1/-1  l'cf111cirt 
werden,  wonueh  die  det,  Ulltcrahthdlung (II) (ß)  zugeol'dnctcll 
Fälle: 
t{ =  -t-2lt,  ,  - 1-'>  la =-1;  [1 - ')  !.  f  - 9.  (., = +1;  2- - .;.J,  - +.:;.  I"  '2 - -"',  ., 
tr=-2lt, l2= +')  ~,  ta = -1; I  --_9/t  1- -, f  - -)  2--':"  fa=+l 
1 Alle  im  Folg'muülll  Vt\l'wPl'thctell  8iitzo  iibül'  DOjlp0];'crhinllull-
gen, Verklliipft11lgen  lllul VunwhlingllllgülI fhHlulI  sich in der zuerst citil'ten 
Abhanülnng., S. 248, 2W. 226  J,  L. Schuster, 
auch in top  0 logis  eh er Hinsicht als Specialisirungen von Fällen 
der vorstehenden Unterabtheilung zu betrachten sind. 
(ß) ...  t 1  =  -I-(2h+l);  t2  =  -I-2k,  t 3  =  +1. 
Es entsteht  eine einzige,  mit einer Verknüpfnng erster 
Drdn ung versehene Fläche F 3 ,  deren äussere Torsionszahl den 
Werth: 
besitzt, ,vobei (las Zeichen (leI' Einheit im ersten Summanden mit 
jenem von '1  und analog das Zeichen von 2  im zweiten  Summanden 
mit jenem von t2  Ubereinstimmt. Gleich dem jeweiligen Typus der 
Doppelverbindung hängt aucbjener derVerkllUpfung von sämmt-
lichen  Torsionszahlen:  t1 ,  t 2 ,  /.3  ab,  und  zwar  entsprechen der 
bereits festg'esteHten Fo]ge von Zeichencombil1ationen  der Reihe 
nach die r.rypen: 
[( + )"+1 ( + )k],  [(  + )" ( + )k-1J,  [(  + )"+1 (-)"-1]' [(--"  )" ( + )k]. 
[( +)" (-)kJ, [(-)"+1 (+  k-:"l] ,  [(..:.._-)" (-),,-d, [(-)"+1 (-),,], 
Da  g'emäss  der  allg'emeinell  Definition  der  VerknUpfung 
jeder mit einer Vel'knUpfung  vom r.rypus:  [(  -1-)0 (-f---Ja]  versehene 
FHichentheil kl1otel1frei ist,  resultiren speciell bei der zweiten, 
vierten,  ftinften  und  siebenten  Zeichel1combination  für  h =  0 
lauter knotenfreie Flächen  F"11  so  class  den  in  Betracht 
gezogenen Fällen dritter  Kategorie  zunächst  alle  Fälle  erster 
Kategorie topologisch untergeordnet  sind,  in welchen  zwei  un-
g'l eichsinnig um  IX  180
0  verdrehte  Enden  mit dem uutor-
dirten  oder um ein beliebig'es g'erades Vielfaches von 180
0 
tordil'tel1 dritten Ende vereinigt werden. 
Da sich ferner die Verknüpfungen VOll den Typen: 
immer auf einfache Knoten von den Typen: 
l'educiren, liefern die der zweiten, dritten, sechsten und siebenten 
Zeichencombination "correspondirenden  Fäile  für  k = 1  durch-
gUngig  einfache  Knoten  von  den  Typen:  ( +  )"-1  J  (+  ),,+1l 
1  , » 
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(-)H1) (-)"-1' wonach auch die der Unterabtheilung  (Il), (1) 
zugeordneten Fälle: 
t1 =2h+1, t2=+2, t3=-lj 
[1 = 211.+ 1,  t2 = --2, (I =  + 1; 
t1=-(2h+l), t 2=+2, t:l=-l; 
t1=-(2h+1), t2=-2, ta=+l 
aus  solchen  der  vorstehenden  Unterabtl1eilung  topologisch  nb-
leitbar sind. 
Ausserdem gehören hieher noch zwei weitere Gruppen von 
Fällen mit den Torsionszahlen : 
t1 ==2h+1,  t2=la=1; tl =--(2h+l), t2=ta=1; 
t1 ==2h+l,  t2=t 3=-1j t1=-(2h+l), l2=la=-1 
beziehungsweise: 
t1=2h+l, t2 =-f-3,  ta=-l; 
t[ = 211.+ 1,  t2 = -3, ta=  + 1; 
tl =-(2h+l), t2 =  +3, ta=  -1; 
t1=-(2h+l), t2=-3, ta=  +1, 
indem  der ersten Gruppe lauter FHtchell Pa  mit Verkn Upfnn-
gen vOn  den 'l'ypen: 
[(-)1 (+),,], [(-)1 (-),,:l,  [(+)1 (+),,1, [(+\ (-),,] 
und der zweiten Gruppe von Fällen ebensolche Flächen mit Ve1'-
kn üpfungel1 von elen Typen: 
[(-)1 (+  )/t-l] ,  [(+)1 (+  )"+lJ,  [(-)[ (--)"+1]'  [(+)1 (-)',-1]  . 
entsprechen.  Auch diese Vel'knUpfllng'en gehen kraft  der zuletzt 
angegebenen Typenrelationen für  bestimmte Specialwel'the von 
h ausnahmsweise  in einfache Knoten tiber,  uncl zwar in der 
ei.'sten  Gruppe  von  Fällen  fUr  h =  0  bei  den  nachstehenäen 
Torsionszahlen  : 
/1 = 1 2 = la =  + 1;  t1  =  ''I. = ta = -1, 
desgleichen' in der zweiten Gruppe ftir  h =  1  bei den 'rorsions-
zahlen: 
t1 =t2  =  +3,  ts =  --1; t1 =t2  =-,-3, la  =  +  1, 
welche Substitutionen augenscheinlich  die  vier singulären Fälle 
der Unterabtheilung' (Il) ("I) präcisiren. 228  J. L. Schuster, 
(1)"  .tI  =  +(2h+l), t 2  =  +(2k+l), t 3  =  +1. 
Es  ergibt  sich  eine  einzige  mit  einer  Verschlingung' 
er st er 0 rdnung versehene Fläche Ji';p  deren äussere Torsions-
zahl elen V\T ertll : 
besitzt, wobei das Zeichen von 2 im el'sten Summanden mit jenem 
von tu im zweiten mit jenem von '2  übereinstimmt.  Da hekannt-
lich jeder Verschlingung erster Ordnung zwei Typen znkommell, 
welche  sich durch Vel'tanschung  ihrer beiden symbolischen Fac-
toren ineinander überführen lassen, entsprechen den acht Zeichen-
com  binatiol1en von t1' t 2 ,  '3 hier wieder zwci ~whtgliedrige  Typen-
gruppen, von welchen die zweite durch  cl en  eben erwitllllten PI'O-
cess unmittelbar aus der ersten: 
[(  -!-)lt+l (-!-)i:+l],  [(  +)h (+  )k],  [(-I-)',-H (-)d, IC-)" (+  ),,+d, 
[( +)" (-\:+IJ, [(-)"+1 (+  ),,],  [(-)lt (-)Jel,  [(-)"+1 (-)J...J-I] 
ableitbar  ist,  Vlird  k  speciell  gleich  Null,  so  gehell  (He  !leI' 
zweiten,  dritten,  sechsten und siebenten Zeiehcllf:,omhinatioll zu-
geordneten  Typen  in  solche  von  der Form:  1(+:)" (+),,1  Hbel') 
woraus gemäss der Definition der VCl'schling'ullg folgt,  dass alle 
jene Fälle, in welchen z\vei ungleichsiIlllig nm  ] X180° "er-
drehte Enden  mit  dem  um  ein beliebiges ungerades Viel-
faches von] 80° tordirten dritten Ende vereinig·j; werdelI, knoten-
fr eie Fl  äc  h en Fa liefern,  Es erscheint demnach :tuch den VOI'-
stehenden  Fällen  dritter Kategorie  eine Gl'uppe  YOll Fiillcn  der 
Rubrik (I) (1) topologisch untergeordnet.  9 
Da slch ferner die Verschlingung-en vOn den Typen: 
[( -:-)" (-!-)1 L  [( +)" (-)1]' [(-)"  (-1-\], [(-)" (-)1] 
stets in Verkniipfungen von den 'l'ypen: 
[(-)1 (-:-)a-I]  ,  [(-:-).1  (-:-)aJ,  [(-\ (-),,1,  j(  +)1 (-)"-1] 
verwandeln lassen, l'esultiren einerseits fUr  1.:  =  0  bei der ersten, 
vierten,  fünften und achten Zeichcllcombinatiol1  aus  den  dies-
bezüglichen Typen der Verschlingungen jene der Vel'knUpfulIgen 
fUr die Fälle! 
tl  =  2h+l, 12  =  t3  =  1;  t1  =  -(2h-!-1),  12  =  ta =  1; 
t 1  =  2!t+1, 12  =  ta  =  -1; II =  -(211+1), t
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anderseits  für  k  ==  1  bei  der  ~,yeiten,  dritten,  sechsten  und 
siebenten Zeichencornbinatioll  ans  den  ~ug'ehöl'ig'en  T'ypen  der 
Verschlingungen jene der Verknii  pfungen für die Fälle: 
t i  = 2h+l, 12 = +3, fa = -1; 
f- - 91.1 + 1  I  - - 3  I- - I  l- I  - ~.  '"2 - ,:I -...  , 
1 1 =-(2h+l), 12  =  +iJ, 1:1=-1; 
1 1 = -(2h+l), 1 2 =  -ß, la =  + 1,  , 
so dass der  vorstehenden Unterahtheilnng  in  topologb;chel' Hill-
sicht auch  die  %weite  und  dritte Gruppe  von Fällen  der Hnbl'ik 
(IIl) ((3)  untergeordnet sind. 
Es  erübrigt  jetzt  noch  (He  Darstellnng  der  Fülle  vierlo r 
Kategorie,  zU welchem Zwecke wir gcmUss unseren einleitenden 
Bemerkungen  nene  topolog'ische  Gattullg'sl)Cgriffe  helliithigen, 
deren  Nomenclatnr  und  allgemeine  Ih:nJlHiow'~ll  in  üen  llaeh-
stehenden Sätzen g'egeben sind: 
1)  Unnvind en  die  l\Uttellhliell :  Al,  111',  111"  drei  Cl'  gese! dos-
sener  Flächen Ji',  F',  pli  einander  ün  pmdtiven  odor  llcg;a,tin~ll 
Sinne  llach  dem  Muste\'  fIel' schematischell Fig. 10 (Tal'. II),  HO 
stelJenjeneFlächen in einer w cc  11 seI sei  t ig'o  11 V CI' k c 1: t n]J g vom 
Typus:  [(+)"(+)/,(-1-),-1,  lIlithiu  beispielswoise  in  dem  durch 
Fig',  11  (Tllf. II)  versinnlichtell  Fallo  in  einer  wcehselseitjg'cn 
Verkettung yom rrypus:  j( +)" (+  )1.: (-\1. 
2)  Verliillft die Mittellinie: ~W VOll  P'  in Bezug auf' jene von 
P nach dem Muster der schematischen Fig. 14 (Ta.t: IU), so sieht 
pt mit F  in einer  nach  dem rJ'ypns  (:i~)" g ek11 otet  on Doppel-
verbindung vom 'l'ypus [(--f=}tJ (+),,],  Z.  B.  also in  l1em  durch 
Fig'.  15 (Taf. IU)  dargestellten Falle in  einer  nach  dem 'l'ypus 
(+)t, geknoteten Doppelvcl'billdung vom Typns: j(  +)1.: (-"  .}J. 
3)  VerHiuft die Mittellinie 111'  VOll F' in Bczug auf' jene von  F 
derart,  dass ihre Wimlungen  durch jene  eines  einfachen,  in F 
enthaltenen Knotens  irgenfl  welcher Art  nach  dem  Muster  der 
scl1cmatischen Fig-.  16  ('raf. III) in  zwei  scvarate  Gruppen ge-
Ü'ennt werden, so steht 1?! mit Ji' in  einer irre  gn Hi l' enD  0 p p c 1-
y er  bin  dun  g'  vom IJ.'ypus r( +)" (+.  )b],  falls elie  Übel'kreuzung: tl 
fUr  die 'rypen [( + \' ( + },], [( + )" (-)11"1  im Sinne von Fig-. 17 unel 
fUr  die Typen [(-)a ( + ),,],  [(-)11 (-)r,]  im  Sinne  yon  Fig'. 18 
(Taf. III) erfolgt. 
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4)  VerWuft  die Mittellinie .N  VOll  F  nach  dem Muster deI' 
schematischen Fig. 21 (Taf. IV),  so  besitzt  diese  geschlossene 
Fläche  ein nach  dem Typus (+)a verkettetes Kllotenpaal' 
vom Typus: [(+)b (+)0]'  folglich  bejspielsweise  in  dem  durch 
Fig. 22  veranschaulichten Falle ein nach dem Typus (-),. ver. 
kettetes Knotenpaar vom Typus [( +)k (-)t]. 
5) Ist die Mittellinie einer gegebenen geschlossenen FlächeF 
nach  dem  Muster der schematischen Fig. 12 (Taf. lI)  mit  sich 
sebst  verkettet,  so  besitzt F  eine Verflechtung vom rrypus: 
[( +)a (+)b (+)0], z. B. also  in  dem. durch  Fig. 13 ('raf. II) dar. 
gestellten Falle eine Verflechtl1ng- vom Typus: [(-)"  (+)k (+  )d. 
6)  Verläuft  die  Mittellinie  von  1'-'  nach  dem  Muster  der 
schematischen Fig. 23 (Taf. IV), so besitztF' eineuuach dem 'l'ypus 
(+)a  verketteten Doppelknot,en  vom 'l'ypus: [(+)0 (+)c], 
mithin  beispielsweise  in  dem  durch  Fig. 24  ('raf. IV)  wieder· 
gegebenen Falle einen nach dem Typus (+)" verketteten  Doppel· 
knoten vom Typus [( +}t (-)tl 
Nachdem Iliemit alle fUr  die Fälle vierter Kategorie in Be· 
tracht  kommenden  neuen  Gattnng;sbegriffe  als  solcbe  definirt 
sind, müssen behufs ihrer praktischen Verwerthung noch folgende 
nähere  Bestimmung'en  hil1zugeftigt  werden,  welche. einerseits 
die symbolische Beschreibung  der  durch  (liese GattungslJegritre 
präcisirten topolog'ischen Gebilde, anderseits (He möglichen Trans-
formationen der letzteren betreffen: 
(A) Jede  zwischen  drei  geschlossenen  Flächen P, pI, F" 
bestehende  we ehseis eitige  Verlee ttu ng  von  dem  'l'ypns: 
[( +)a (-t-:)o (+  )c]  lässt sich zufolge  ihres  Bildung'sgesetzes aus-
sel'dem iu  allen Typen  darstellen, welche  aus  dem  angeführten 
Typus dmch Permutation  seiner drei Glieder:  (-j-)a, (+  )In  (+)c 
hervorgehen. 
(A)"  Wh'cl speciell einer der drei Indices (t,  b, c  gleich Null, 
so zerfallt  die  betreffende Verkettung- in  z w eie  i 11 fa ehe Vel'-
bj  n d un gen zweier getrennter Flächen mit einer und derselben 
dritten Fläche, wobei  die 'l'ypen diesel'  einfachen Verbindungen 
durch die beiden Typenglieder mit nicht verschwindendem Index 
gegeben werden.  . 
(E)  Jede  nach  dem  Typus  C+)a  geknotete  Doppel. 
v erbi nd ung  einer  geschlossenen Fläche F'  mit  einer  zweiten: SCbllittfigUl't'll nllS drei tordil'tün Streifen.  2;31 
F ist in eine identisch geknotete Doppelvcrlliudnng VOll pI mit F 
trausformirbar,  deren  Typus  ans  ilcm 'l'ypus:  [(-1-)" (±),,]  der 
gegebenen Doppe[vet'bindung durch Ycrtanschnng  seiner beiden 
GHeder erhalten wird. 
(B)(/.  Für  {t =  0  geht jede geknotete Doppelvcrhindullg' 
in eine ung'eknotete DOllpelYerbindnug VOll glei ch cm ']'ypus 
nber  welche  ursprünglich  entweder  :J 11'1  l'  C g n 1  ä re  0(101'  aIR  , 
irreguläre Doppelverbindung' auftreten kann, im letzteren Falle 
sich jedoch stets in eine  reguläre Doppelvcl'billdullg'  yerwandeltl 
lässt, und zwar entsprcchen dcn viol' mUgliehon 'l'YPCll irregnHil'Cll' 
Doppelvcl'biudUl1gen: 
der Reihe  nach  folgende  'l'ypon  rcg'llliil'Cl'  Doppcl\"(~l'hil1<1l1np;cll 
[(+)"-1 (+  ),,-11,  j(  +)fJ-l (-),.'-1-11,  1(--)"--1 (+)"'-11, 
[(--}'  ... 1 (-),'-11, 
auf  welche  natürlich  an  eh  die  fl'llll er  mitgetheilten  Type  mob-
tionen fttr reguläre Doppelvol'hin(lullg'cn anwclUlbnl' öhu\. 
(Eh  FUr b =  0,  beziolmllg'8\Yeise  ('  =  0  7.ürfii.llt  jede  g;e-
knotete DoppelverlJimluug'  VOll  pI mit F  in  einoll  eiufaehcll, 
tIer Fläche  ji'1  I1ngehijdg'cn Knotell  nlll1  in  eine  VOll  dem 
letzteren  getrennte  einfacho Verhinüung der Flliehe F' mit 
F,  wobei  der Typus,  lUteh  welchem  die DOPllelverhilltlullg  ge-
knotet wal',  jenen  des  einfachen  Knotcns  und  ihr  nicht  ver-
schwindendes 'l'ypenglied  den 'l'ypus  <1er  einfachen VerbilHlnl1g 
liefert. 
(G)  Jedes  naeh  dem  'l'ypns  (=1:::)"  verkettete KuotelL 
paar einer  geschlossenen  Fii:tehe F  ist in  ein  identiseh  yerket-
tetes Kllotel1pau,l'  tru,llsformirbttl',  dessen rl'ypus  aus  dem 'l'ypns 
[(+)6 (+)0]  des  g'cgebencn  Knoten11fHtTes  durch  Vertauschung 
seiner beiden Glieder hervorgeht. 
(G)(/.  Fit..  {t =  0  zerfällt  jedes  verkettete  Knotenpaar  in 
zwei  g'etrcl1ute  einfache  Knoten  ('l'af.  ur,  Fig.  19), 
welche  sich längs der Fläche  P  beliebig verschieben und daher 
stets in  die durch Fig.  20  ('Paf. Ur)  schematisch  charaoterisil'te 
Stellung  bringcn  lassen  J  so  dass der eine Knoten in allen der-
Iß * 232  J.  L. Schuster, 
artigen Fällen nicht nur deI' Basis, sondern auch dem Schluss_ 
theile des ancleI'en Knotens angehörenknnn. 
(C)fl Verschwindet einer der beiden Indico!:!:  b, c,  so reclueirt 
sich  das  verkettete  Knotenpaar  stets  auf eine Verknttpfllng' 
erster  Ordnung,  für  deren  vollständig'e  Charaeteristik  in 
Folge der Vertallschbal'keit beider Knoten die,  cl en r.rypen: 
[( +)6 (+  )oJ,  [( +)h (-)01,  [(-)b (+  )0]'  [(-)[, (-)0] 
des. Knotenpaares  zugeorclneten  Typen  11m'  Vm'knHpfung  aus-
reichen,  Die letzteren hängen gleichzeitig  VOll  dem  Typus  der 
jeweiligen Verkettung heider Knoten  ab,  und  zwar entsprechen 
. den angefi'ihrten  rrypen des Knotcnpaal'es  hei  einer Verkettung 
yom Typus: (+)" V erknUpfnng0n von deli 'l'YPCll: 
hingegen bei eiuer Verkettung' vom Typus:  (--)" Vcrknlipfungen 
von den rrypell:  . 
(D)  Jede in einer geschlossenen lt""'lächc  1?  yorluLndene Ver· 
flechtung vom  'l'ypns:  [(-t:)"(+)h (-r),,]  besitzt  zl1folgo  ihres 
Bildung'sgesetzes gleiehzeitjg'  alle  Typen,  welche  aus  dem  an-
gefUhrten  Typns  durch  Permutation  seiner  drei  Glieder  ent· 
Spl'lllg'en. 
(D),,-Wircl speciell einer der drei In(liees: a,b,c gleich Null, 
so  lässt sich  die  betl'effencle  Verflechtung  rcgelmässig  in  eine 
V ßl'schlingun  g'  er ster 0 rdn  llng;  umformen,  fitr dercn von-
ständig'e Oharakteristik gemäss der Vertausch  barkeit der 'l'ypen-
glieder (+  )a) (-t-)0] (+)" die, elen Typen: 
[(  +)a (-1-)0 (+  )0]'  [( + \. (+)0 (-)0]'  [( + ),t (-)1> ( + )0], 
[(-)a (+)d  + )0]'  [( +)" (-),s (-)0]' [(-)" (+)6 (-)0]' 
[(-)a (-)b (+  )0],  [(-)" (-)l; (-)0] 
entsprechenden 'I'ypenvou V el'schlinglll1g'cn: 
[( +  )a+1 (+  )b+l],  [(  +)a (+  )b],  [( + )"+1 (-)b],  [(-)"  ( + )b+I], 
[(+)a (-)0+1]'  [(-)a+1 (-l-)b],  [(-)" (-)h],  [(-)rt+l (-)b+l] 
genUgen.  A neh  die  letzteren  Typen  g'estatten  Ül  Anbetracht Sclmitttigurcll :1lI;; drei !:Ol'(lirt:ml  8treif\~11. 
des BilclLll1gsgesetzes  jeder VCl'se11linguug'  von Fa.ll  zn  Fall eine 
Vertauschung ihrer Glieder. 
(E)  Jeder  verkettete Doppelkllof;oll  eillm  geschlos-
senen FHiche F  ist in eille Ve rfl eeh tung transfoflllirbar,  deren 
drei Typenglieder durch jOlle <10::;  DOllpelkllotcns  ll1al  dnl'(~h den 
'l'ypus  seiner  Verkettung  bestilllmt  erseheillull.  Dn  hiehei  die 
Reihenfolge  dieser  Glieder  gcmiiss  <lem  Satze  (lJ)  will  k li r-
lieh ist,  kann  beispielsweise  üin  llaeh  .Iem rL'ypns  (-1-:)"  ver-
ketteter Doppelknoten vom '1'YPU8:  1(~:1)r, (-::1:).,1  :tuch in s ii  m m t-
liehe verkettete Doppclknotcn  Illllg;efol'mt wOI'(len,  (hwoll 
Typenglieder  in  ihrer  natnrlielwH  UcillOnfoIgc  eille  be.liebign 
Permutation  der  drei  'l'ypenglieder:  Ct),t, (:i:)/"  (~U,. dus 
msprUnglichen verkLtteten DOIlpelkllotellH (lal'slellülI. 
Die  vorstehenden  nU,llcroll  Bestimmunp;oll  (lor  llOIWII  tOllo-
log'isehen Gattungsbegriffe gewithl'üll 1111 nme  h l' (lon Vortheil, dasH 
man  bei  der Verwendung  einGs  Holehell  rlattllllgRhogl'iH'oH  von 
Fall  zn  Fall  nur  einen  einzigen 'l'yplIH  u,llzllgollOll  hnmeht, 
indem. die  möglichen Umfornll1llgülI  dCH  }d;;t,tercll  hereitH  (lul'(~h 
(He Typenre]ationCll dül::l  henutzten GnttuugHlJeg'l'im.·s  vollHtii.ll!lig 
chal'l1cterisil't  sind.  Du  ferner  in  allen  lloeh  ;t,ll  lJoH(:!tl'dheIUloll 
Jfällen  die  von den cinzelncn rl'YPcllglicHlern  H1wH~hloHsmlüll ~oi­
ehen  ausnahmslos mit dCH  Zeiühnll jOllel' 'l'ol'l::liOIlSZahlüll  nllOl'ein-
stimmen,  welchen  die  IndiecH  <101'  hlltrolTcll(loll 'rypenglie(lel' 
entnommen wurden, lassen sieh tHe, dell vonwhii.HloIl011  ~eiehon­
eombinationen  von  t,,12,ta  'l.llg·chnrigcll  'rYIlOll  in  fOl'lnalor 
Hinsicht stets in einen einzigen 'l'ypns ZUS:t111111CllflU~SCll. 
Ebenso  ist in sämmtlichcll Flillen der vierten Kateg'oric,  in 
welchen  tlie 'l'orsions'l.ahlon  ,v  und i:;  dcr  dureh  dOll Schnitt er-
zeugten  Flächen  HUSSel'  den Vurinhelll  lp  t2,  ta  1Ioch  gewisse 
COIlstUl1te  Zahlen  enthaHell,  das  Zeichen  jcclcl'  Znhl  dor 
letzteren Art  gleich  dem Zeichen  dcr  ihr  vorhcl'gehcJI(len  ver· 
änderlichen rl'orsionsznllI,  wonaeh sich aneh fHl'a: und l;in 
demselben  Sinne  wie  fUr  die rj'ypcn  generelle Gleiehungcll  e1'-
g'eben.  Ei·~t  deI'  Übergang  von  FiiUCll  vierter  Kategorie  zu 
solchen lliederel' Kategorien bedingt wieder  eine Unterscheidung 
einzelner Zeielleneombillationen von I" t'l' La'  insoweit 11ievo11  (He 
correspon.direnden  Spccialisil'ungcn  der  nIlgemeinen  'l'ypen  in 
ihren  weiteren Umformungen  nhhiing'ig wenlell. 234  J.  L. Schuster, 
Die hier entwickelten Gesichtspunkte vermitteln schliesslich 
folgendes Schema: 
(IV.)  Die  Fälle  vierter  J{ategol'ie. 
(0:) .. " t l  = +2h, t 2 = +2k, ta = +2l. 
Man edlält drei,  mit den Torsionszahlen: 
Xl = t1:+t2 ,  x~ = t1 +ta,  a/i = t 2 +ta 
versehene. Flächen Pn  welche mit einander in einer wechsel-
seitigen Verkettung  yom Typus:  [(+),. (+)k (+)1]  stehen. 
Diese Verkettung  zerfällt speciell  fUr  l =  0  gemiiss  dem Satze 
(A)«  in' zwei  einfache  Verbindungen  von  den  'Typen: 
(+)h, (+).h  so  dass  die  hier beschriebenen Fälle  der vierten 
Kategorie  auch  sämmtIiche  Fälle  (e.:)  der  zwei ten  Kategorie 
umfassen. 
(ß) ...  t1 = +(2h+l), t2  = +2k, ta  =-1-2l. 
Es erg'eben sich  zw ci,  mit den 'rorsionszahlen: 
x t =  t2+ta,  x 2  =  2(tt+1)+t2+ta 
versehene Flächen: F i ,  1?2"  Die Fläche li'2  steht mit .b'1  in einer 
nach  dem  Typus:  (-1-),.  geknoteten  Doppelverbindullg 
vom Typus:  [(+)k (+)1]'  während  P1  mit F 2  in  eine  knoten· 
fr eie Dop p e Iverbi nb u ng vom Typus: [(  + ),.( -I-)1]  tritt, welcllc 
regulär  oder  il'J'egul är  ist,  je  nachdem  die  Typeflgliedel': 
(+)h)  (+)lt  gleiche oder verschiedene  ZeichcJ?  einschlies· 
sen.  Dasselbe gilt  von jenen knotenfreien Da  pp  elvel'bindungen, 
in welche  die  geknoteten  Doppelverhindung'en  von  P2  mit  F! 
gemäss  dem  Satze  (R)!!.  für  h =  0  übergehen,  d.  h.  es  entste-
hen in den SlJecialfällen: 
t1=+1,  t2=+2k, ta=+2l; f t =+1,  t2=+2k, t3 '  -2lj 
f1=-1, t2=-2k, t3=+2l; t1=-1, t2=-2k, ta=-2l 
regulär  e  Dopp el verb indung'e  TI  beider  Flächen  von  den 
Typen: 
[(  +)k (+  ),],  [( +)lt (-),], [(-),. (+),], [(-)k (-),], . 
und.  fUr:' 
t1 = +1, t2 = -2k, ta = +2li  t1 = +1,  t 2 = -':dk,  t:
l =-2l; 
f t =-1, t2=+2k, t3=+2l; t1=-1, t2  .'  +2k, ta=-21 Sclmittfignrcn aus drei tonlil'tcll Streifen.  235 
irreglllä~'e Doppelverbindullg'Cl1  beic1er  Flächen  von  den 
Typen: 
[( -)k (+  )1],  [(-)", (-),],  [C +  )" (+  )!.l,  [( +)k (-)/l, 
welche  sich jedoch kraft den in (ß)a i111g'eg'ebcllen 'l'ypenrclatio-
nen  auf lauter regulär  e  Dopl)elverllindung'ell  VOll  den 'rypen: 
[(-)"'-1 ( + )l+l], [(-)"'-1 (-)/-d, [(  + )1.;-1  ( + )l-l!, 
[(+)k-l(-}+1! 
reduciren lassen.  Hienach entspringen clcn Fällen (ß) der vierten 
Kategorie  zunächst sämmtliehc Fälle (a)  tler  dritten Kate-
gorie, sobald man in den acht hier hervorgellObencn Spccialf!illell 
die Buchstaben: tp  ''tl  ta, k,  l  mit: 'al 'lA"  h, k vertauscht. 
Ausserdem  gehören  hiehel'  auch  noch  aUe  IPälle  (ß)  der 
zweiten Kategorie,  indem die geknotete DOllpelverbindung' VOll 
FE  mit F1  fUr  l  ==  0  gemäss dem Satze (IJ)ß in einen einfachen, 
der Fläche F't  angehörigen Knoten vorn  'l'ypus:  (::.t)"  und in 
eine  einfache Verbindung VOll  Ji''t  mit Ji'l  vom 'rypns:  (=1-)" 
zerfällt  .. 
(1) .. · t 1  ==  +(2h+l), t't  ==  +(21'H-I),  ta  ==  -1-2l. 
Es entsteht eine einzigo, mit <ler  iinsseren  ~l'orsiuns'l..ahl: 
-.;- == (l[+2) + (t't±2) + (13+2) 
versehene Fläche Fa,  welche ein nach (lem.  ~l'ypus (-1-)1  verket-
tetes Knotenpaar vom 'l'ypus:  [(+)" (+)kJ  enthHlt.  lIiel'ans 
l'esultiren fUr l  == 0  unmittelbar die Fälle (1) tler zweiten Ka.te-
gorie, da das verkettete Knotenpaur dann gemäss dem Sa.tze (C)a 
in zwei isolil'te einfache Knoten von den Typen: (+)",(+)k 
zerfällt. 
Wird anderseits  Tc  gleich Null,  so  verwandelt sich <las  ver-
kettete Knotenpaar  zufolge  des Satzes (C)ß  regelmässig  in eine 
Vel'knüpfung' erster Ordnung, wobei den Fällen: 
l1  =  211.+1,  tz  ==  +1; 'I = 211.+1,  tz == -1; 
t1  ==  -(211.+1),  t't  ==  +1; 'I  ==  -(211+1),  ''t ==-1 
fUr  La  ==  + 2l Verknüpfungen von den 'l'ypen: 
[( + )"+1 ( + )1],  l  (  + )" (+  )1-1],  [(-),,(  + ),],  ](-)"+1  ( + )Z-l  1 236  J. L. Sehnster, 
dagegen fUr  '3 = -·2l Verknupfullgen von den rI'ypell: 
-
[(+  )"+1 (-)l--t),  [(  + )r.(-)l]' [(-)"(-)'-1J, [(-)"+1(-)1] 
zugehören.  Auf diese Art umfassen die Fälle ("I)  der vierten Ka. 
tegorie, wie eine Vertauschung der Buchstaben:  t 2 ,  t 3 )  I  mit:  t31 
t
2
,  k  in  den  letzten  acht Specialfällcn  lehrt,  anch  sii,ll1mt1iche 
Fälle ((3)  der dri tten Kateg·ol'ie. 
(~) ...  t 1 =  +(2h+l), t 2 = +(2k+l), t:l = +(2l+1). 
Es entsteht eine einzig'e, l1lit der äusserell rrorsionszalü: 
~ = {fI+1) + (t2+1) + U;)+l) 
versehene Fläche Fa'  welche  eine  Verflechtung vom Typus: 
[(  +)h  ( +}<  (-I-),J  besitzt.  Für  l  =  0  resnltircn  hieraus  direct 
sämmtljche  Fälle ('y)  del'dritten  Kategorie,  wobei  die 'rypell 
der denselben zugehörigenVcl'schling'ungcn durch Eillflihl'ung 
der  Substitutionen:  lt =  lt,  {i =  k  in  (He  T'ypenrelationen  des 
Satzes (D)u.  erhalten werden, 
Die  g'l'osse  fommle  Einfac11llGit  unserer  letzten  R.esultate 
macht es nunmelu'  wahrscheinlich,  dass \venigstens  die  allge-
mein e  Ein  th eiln  n g  der  Füllc  vierter  Kategorie  sich  auch 
graphisch hegrUnclen lassc)  und in der That kann die Gliede·  i. 
l'l1ng  dieser Fälle  nnmittelbar  aus  einer schemn:tischen Darstel. 
lung jener Handlinien entnommen werden,  welche  die jeweilige 
~ 
Begrenzung;  der ursprUnglich gegehenenFUtchc hilden,  ~  , 
lliebei  bleibt  der  zn  eröl'tel'llde  Zusal1l111culmug,  dn  nlle  ) 
Fälle der ersten, zweiten ullcl dritten Kategori.e erwicsenermassell  ; 
den Fällen der vierten Kategorie topologisch untcrg'eordnet sind, 
für  sämmtliche  Specialisirullgen  von  Tl,  k,  I  qualitativ der-
selbe, so  dass wir uns bei einer gl'al)hischen BcgrHnclung 
der  gewählten  Eintheilung'  ohne  Beeinträchtigung ihrer· Allge· 
meinheit  auf  die  einfachs te  Gruppe  VOll  Substitutionen  fitl' 
lt,  k,  l: 
lt =  0,  k = 0,  1 = ° 
h.eschl'änken können,  Es l'educiren sich dann fUr  die verschiede-
nen Gruppen yon Fällen alle geraclcl1 Torsionszahlcl1 auf die Null, 
alle  ung'eraden Torsiol1szablen  hingegen  auf  die  }}ositive  oder Schuittfiguren ans droi tOl'dil'tCll i":)tl'cifcl1.  237 
negative Einheit,  wonach der Verlauf der Handlinien jedes ein-
zelnen Strejfens der geg'ebenen Fläche je nach der Beschaffenheit 
seiner  rechlCirten TOl'sionsznhl schematisch durch zwei IHtrallele 
oder  durch  zwei  einander  durchsetzende  gerade  Linien  dar-
stellbar itlt. 
Wir. denken  uns  femel'  beide  Schlu8sstltcke  der  Fläche, 
welche die Enden der drei Streifen enthalten, von Fall zn Fall in 
zwei Kreisflächen mit verschietlenen Hadieu umgeformt  ulI(l 
gegenseitig' so lange verscllOben,  bis die Pl'ojection ihrer Bänder 
unfeine  bestimmte Ebene  zwei  concentrische Kreise liefert, 
deren Umfäl1g'c schliesslich  durch  cl ie l)rojectionell  der Streif'cll-
riinder mit einander in Verbindung gesetzt werden. 
Auf solche  Art  ergehen sieh  iUr  (He  viel' frHhcl' unterschie-
denen  Gruppen  von  Floillen  vierter  .Kategol'i edel'  Heihe  llaeh 
vier chal'acteristische Liniencomplexe ('l'nf. V,  l"ig. 25, 2ß, 27,28) 
welche nicht nur die jeweilige Anzahl dm' dnl'ch dCll Schnitt 
erzeugten Flächen unmittelbar ersichtlich maehen,  sondern auch 
eine eindeutige Bestimm  nug ihrer Indiccl:l gestatten, in  d e III  tl er 
Index  jeder solchen li'läche  der  halben Allzn,hl  (leI' 
in ihrer Randlinie  elltha.1tcllcn KreishUg'Cl1 gleich ist. 
Da sich endlieh die, einem hestimmten Linicneomplcxe  zu-
geordneten 'l'orsionszahlen  von jedem Streit'ollende aus  so-
wohl  im Sinne  del' Bewegung  lIes Uhrzeigen;  n,1l:!  auch im.  ent-
gegengesetzten  Sinne  voll  s Hi. nd  i g'  durchlaufen lassen, ehal'ac-
terisirell die schernatischellFiguren 25-28 augensclJeinlidl al1 e 
topologis ehen Gebilde, welche  ~lell in Betracht kommenden 
Werthsystemen redllcirter 'l'orsionszahlen: 
0,0,0;  -Cl, 0, 0; 0; 0, -1-1;  0, -1-1,0;  -1-1, -1-1,0; 
. -1-1, 0, -I-1;  0, -I-1, -1-1;  -1-1, -1-1, -1-1 
entsprechen  unel  beg-rUnclell  daher  noch die weitere  rrhatsael1e, 
dass  eine  a.llg-emeine Olassification der Fiille vierter Kategorie 
nicht mehr als vier verschiedene FHichel1g-ruppen  liefert. 
Ausserdem ist kla.r,  dass die hier geg'cbene graphische Dar-
stellung- der Randlinicn geschlossener FHichen,  welche ans clrej, 
mit  den 'rorsiol1szahlen °  odor -1-1 versehenen Streifen bestehen  -- , 
in  der Folg-e  ituch auf solche geschlossene Flächen  anwendbar 
bleibt,  welche  sich  in  allnlog!!l'  "Yeise  ans  einer  g'l'öSf:CrCll 238  J.  L. Schuster, 
A 11 zahl:  u  nntordirter oder um -+1 X 180
0  tordirter Streifen  zu-
sammensetzen.  Es  kann  mithin  auch  die  allgemeine  Ein-
theil ung jener Flächengl'uppen,  welche  aus einer vollkommen 
bieg'samen Fläche  mit mehr  als drei bandförmigen Fort-
s ät,zen nach Vereinigung ihrer Enden:  (AI)'  (A 2)· •• (A,,) durch 
einen längs den Mittellinien:  (JO:t,  00:2,  ••• 00'."  sämmtlicher Fort-
t'lätze  in  sich  selbst  zurückkehrenden  Schnitt  erzeugbar  sind, 
auf graphisc  11 em 'Wege festgestellt werden. 
Hiebei entsprechen jeder einzelnen Flächengruppe ebenfalls 
gewisse eharacteristische Werthsysteme von reduciltenTol'-
sionszahlen, welche  bereits  durch Angabe der Reihenfolg'e ihrer 
numel'ischen  Werthe:  0,  1  vollständig  bestimmt  erschei-
nen  und  sich  daher  am  einfachsten  durch  eine zeiehenlose 
Aneinanderreihung  der  letzteren  kennzeichnen  lassen. 
Die  so  erhaltenen  symbolischen  Produete  mit  nnvel'tausch-
bar  e n  Factol'el1  sind ihrerseits  gleich den  sogenannten  dyadi-
scheu  Producten  1  insoferne  noch  einer  kürzeren  Schreibweise 
fähig, als man jede allS gleichen Ziffern gebildete Factoreng'l'uppe 
durch  eine  einzige  Ziffer  derselben  Art  mit  einom,  deren 
Anzah  I  präcisirenden Exponenten ersetzen kann. 
Um ferner auch elie  allgemeine topologische Beschrei-
bung' jeder einzelnen Flächengruppe möglicllst  tibersichtlich zn 
gestalten, wollen wir in consequentel' Fortbildung uuserer frUhe-
ren  Symbolik 'küuftighin jede geschlossene  Fläcbe,  welche 
aus q,  elen 'll Sectoren der ursprünglichen Fläche: 
beliebig- entnommenen Sectoren besteht, mit P q  bczeichnell~ 
und die Glieder jedes Flächenschemas stets in jener ReibenfoIg'e 
anfi'thren, welche einer vom ersten Zeichen seines ersten chal'ac-
i  S. h.  die 1887  im XCVI. Bande der Sitzungsberichte crachienollo 
Abhandlung Prof. O.  Sill1ony's: "Übel' den Zusammenhang gewisser topo-
logischer 'rhats!tcllen mit nenen Sätzen der höheren Arithmetik und dcssen 
theoretische Bedeutung", S. 215, 216. 
2  Bei Einftiltrung dieser Symbolik besitzt dmm auch die friiher  llll-
gegebene Regel zur Bestimmung des Index einer geschlossenen FHiche aus 
der Anzahl der in ihrer Randlinie enthaltenen Kreisbögen eine  a lIga  meine 
Giltigkeit. SChllittfig'Ul'llU nus <hei tordirtcu f::;tl'C i  t'Ol1 ,  23H 
tedstischen  Vi{ erthsystems  im  Sinne  der  Beweg'ullg' des  Uhl'-
zeig'ers fortscbreitenden Zähluug  entspricht.  Ergibt  sich  bei  dei' 
letzteren  dann  beispielsweise  eine  ans z  g'leiehen Flächen:  F" 
gebildete Flächenreihe ,  so  mäg (lieselbe ohne Rücksicht daruuf, 
ob  die  Randlinien  dieser Flächen  sich  gegenseitig (lurchset'l.Cll 
oder isolirt sind,  durch das Symbol:  zl?~1  mal'kirt werden, indcm 
b eid  e  Fälle schon  verl11()ge  der  We l't  he  ihrer  clmrneteristi-
sehen l'educil'ten  TOl'sionszahlen  nie ci  11 e m  n n (l  <l e m seI  h e Tl 
Glied  e  der allgemeinen Eintheilullg angohUl'ell künnen, 1 
Die Einführung'  der hier  gewählten  SymhoHk  in  die Oha-
racteristik  jener allgemeinen  FHichcng'l'uppcn,  wclehe  den  z u-
näcl1st in Betracht kommenden Substitutionen fUr  u, näm-
lieb:  n = 4,  5,  6,  7  zug'chören,  liefert  dircet (las  Haehstchcndc 
Schema,  dessen graphische Bcgl'llndullg spceioll nil' 'lI =  LI,  llll(l 
n = 5 in den schematischen Figuren 2D-34 und H5-42 (Tal'. V) 
enthalten ist: 
(1) , . . n =  4: 
(~) , , .0414F t • 
((3) , , , 1 oa;  0:11;  01  O:l;  0210  I·b':p  2Ft , 
(1) .. ,120 2 ;  1021; 0 212; OFOIF':p  /1'1' 
(0) .. . 1010; 0101  1 2F'z· 
(  .;: ) . , ,1  ao ; 1012  ;  1 201  ;  0 1  :~ I  J;\, 
(<;) ... 1  1112 F 2 • 
(2) , . , n  =  5: 
(~) .. ,0"  15FI' 
((3)., .104 ;  0'11; 0103 ;  0:l10; 0:l102\ Ji'2'  BI?!, 
(1)"  .120
3
;  10:11; 0:112; 0120 2;  021201Ji':p  2Ii'!. 
(0),. ,10102;  10210; 01021; 0 210:1.;  01010121{~, F 1, 
.  Ce) ..• P02. 10212. 12021' 0 21:1,  01:10:}<"  }? 
1  )  1  ,  I  41  \' 
(<;) .. ,12010; 10101; 01012; 01201; 10POIF:p  I{~, 
("1),  • • 1
40; 10P; POl; 12012; 01'liF5' 
(,s) ...  1"  11<";,. 
1  IUan  vergleiche in dicsel' Hinsicht zuniichst die heiden  schel11ltti-
sehcn Figuren ::12  lind 3-1 :mf TnL V. 240  ,T.  1...  Schl1ster, 
(3) ...  'lCe  =  6: 
(a) . ..  0616Fl' 
(ß) . ..  105 ;  0 51; 0104; 0 410; 0 210
3
;  O:l10
2 1F 2' 4Ft , 
(1).' .120 4 ;  1041; 0 4'1 2;  0120
3
;  0:
11
20; 021
20
2
1F :1'  3F t . 
(8') ...  10103 ;  10310; 010a1; oal01; 01010
2
;  021010P2F 2,  2Ft • 
(s) ...  102102 ;  021021; 0102101F 2 ,  PI; Ji'21  F I , 
(S)' ..  130 3 ;  10312; 120 81; oap; OP02; 02POIFq, 2Ft , 
(y;) .. . 1 20102 ;  102101; 101021; 120210; 010
212; 0120 21; 
1021 20; 10120 2 ;  021 201; 010120; 012010; 02101211~, 1i'2' Fj • 
(.3-) ...  101010; 010101j3F 2 • 
(!) ...  1402 ;  10213 ;  130 21; 120212 ;  0 21"; 014011~, F t , 
(r.) .. . 13010; 101012 ;  1 20101; 010]8; OP01;  101:J0Ili~, F2• 
(),) , ..  120120; 101201; 01201.2 12 Fa' 
(,1).) •. . 150; 1014 ;  1
401;12013 ;  POP; OPI}t~" 
(v) . ..  1  1I·12F3 • 
(4) ...  1-(, = 7. 
(a) . ..  07j7F1• 
(ß) . ..  106 ;  Oßl; 0105 ;  0 510; 02104 ;  0 4102;  O:l10:111~, 5F'1' 
(1) ...  120 5 ;  1051; Of'1 2 ;  0120 4 ;  0 4120; 0 2120";  0:l120211~, 4Ft , 
(6) ...  10104 ;  10410; 010
1l1; 0 4101; 010103 ; 
0 31010; 021010212F 21  3Ft ; 
(s) ...  102103;  103102 ;  0 21031 ; 010al0i oal 021; 
0102102 ;  0210210 I  F2 ,  F
f
t ;  F21  2F t • 
(~), , .1
30 4 ;  10412  i  1 20 41; 0 413; 0130a; Oal:10;  0 21"02 ' l{~, 3Ft, 
(-1/).  , ,12010a; 103101; 101031; 120a10; 010312; 
0120 31; 10:1120; 101203 ;  0 31 201; 010120 2 ;  0:1.12010; 
0 210120' 0120102,  0310J2IF  F.  2P  I  1·:1' 2'  1 • 
(.3-), ..  1202102 ;  1021021; 0 210212; 0120 210; 01021 20; 
0 2120 21' 10212021 F  F' F.  F.  ,  a,  l'  2'  l' 
(t). , .1010102 ;  1021010 i 0101021; 0102101; 1010210; 
0210101; 0101010 13F2' F I , Schl1ittfiglll'CU allS th-ci tOl'dil'tCll Htroifoll.  241 
(x)., , 140:J;  10al:l; 1: JO:l1; 1 20:112;  0 314 ;  0140 2 ;  021401 Fr.,  2Ji'j' 
(A),  . ,130102; 1021012;  12010
21; 1202101; 1010212; 
130210; 0102J3;  OP021; 1021:10;  101  a02; 02POl ; 010Pü; 
'\ . 10  (21·· 1 'I 11~  . "  01'0  . j  J .0'  .f!j)  T'2'  F I " 
(p.) •. . 1 20120 2 ;  H)21201j 101
2021j 1 20 2120; 0120 212; 
0 21 201 2 ;  01 20120 12P:p  lift· 
(v) .. ,1201010; 1010101j 01(11)1 2;  0120101; 1010P'Oj 
1012010; Ol0J20111'~p 21~. 
(0 ...  1502; 1021 4 ;  lt~021j J2021:l j P0212 j  O~qr.; OPOll{~11 PI' 
(0). . . 1  [10 1 0; 1010  P  i  1 :101 U l; :1 20 J 0 J2; 01. 01 \ 
01!101;  101
110 I  Ji'r.,  11'2' 
(  IT!  ' , , 1:10120; 1  0 ]20] 2;  PO.1 2(H ; 01 201;1;  ()1 an:p ; 
POPO; 101:1011 F!I'  P:1 " 
(p),  " • 1 °0; 101  r.;  1. "0 l; 1 201  t,;  l"  0.1  2 i  :t aO P; 0 lil j1i', . 
Ca)." ·1'IP1· 
Auf Grundlage  dieser  graphisch abgeleiteten HesnHatc  er-
geben  sich llUumehr ohne Schwierigkeit  folgell(lo Sätze,  welche 
auch die für 1t =  3  erzcug'bal'en ]!'lHehellBystcme bestimlUen: 
(m)  Sind  in  einer  aus  11  Streif  011  znsu1l1111cngosobr.ten  ge-
schlossenen Fläche die 'rorsiom;zahlen deI' ersteren j 11 S p; es  a lllm t 
ung'eracle,  so  entsteht  durch einen Hing's  den Mittellinien aller 
Streifen  in  sich seIhst zurliekkehl'enden Schnitt  ei  11 e  ei  11 z i g e 
Fläche Fit  oder  ein  aus  zwei  gleichen ]i'liichon  mit:  dem Index 
1/21t  gebildetes  Flächenpnar,  ,je  nachdem  die  Ul'sprttnglich 
gegebene Fläche aus einer llllgerad  e 11  oder HUS einer {!; orad on 
Anzahl von Streifen znsmnmengoselzt war. 
(Q})  Sind allg'erneill die 'l'orsionszahlen VOll p  a nfe inandol'-
folgenelen Streifen gel'a<]e  und jene  der U-]J übrig'on Streifen 
ungeracle,  so  erzeugt  der  beschriebene Schnitt alls s e l' ein  er 
Fläche mi  t  dem Index: u-p+  1  110 eh die FI ächen reihe 
(lJ-l)F1 ,  liefert also speciell iUr l' =  1  regelmässig eine eü1zig'c 
Fläche:  FE  und fUr  11 = 1t  stets u  gleiche li'lächell F j , 
((;1;).  Bilden  endlich  eHe  'J'ol'sionszahlen  der  aufeinander-
folgenden Streifen zwei oder mehrere Gl'uppcnpaare, welche aus 
je einet' Gruppe ungerader Zahlen  und  je  einer Gruppe  g'eradel' J. L. Schu ster, 
Zahlen  bestehen,  so  entspricht nach A L1sfUhrung  des  Scbnittes 
jeder aus  a  Zahlen  zusarl1meng'cfletztcll  Gruppe  eine 
einzige  J:l~läche  Ji'a+l  oder  die  Fläehenreihe: (rt-l)Fll 
jenachdemjeneaZahlen ungerade oder  genlode  sind. 
Sobald  mithin  die Gliecler  einer  und  derselben Werthreihe 
von t17  t2,  •••  In  die Bildung' zweier oder mehrerer Gruppenpaare 
von Torsionszahlen im Sinne des Satzes (~) gestatt.en, vertheilen 
sich  die verschiedenen Permutationen dieser Glieder  auf zwei 
odor mehrere verschiedene J:l""'lächensysteme,  d.  h.  es 
wird  die  Beschaffenheit  der  (h1l'ch  den  Schnitt  er-
zeug'baren  Flächengl'uppen  bereits  fUr  l(,  =  4  theil-
weise  von  der Reihenfolg'e  der  uug'eraden  und  ge-
rad en  To rsio1Hlzahl en  a bhä ngig,t  w uh re ud  die selbe 
fu  l'  1l = 3  n 0 c h  v 0 lJ kom  In e 11  b e li  0 b i gis  t. 
1  Infolge dieses Umstandes liefort jede der 11 + l  (}rnppcu, in welche 
die 2" Variationen llugerndel' unll gemder SpecillJisirnngell VOll t}, '2'"  ,t" 
im Anschlnsse an die Entwicklung: 
.  _  u(1l-1)  u(u-1) (1l-2) 
2"= I-Ht+1.~+  1.:::l.ö  +,."  -1--11  +1 
i 
zerfallen,  für  11 >4  im  ßI i t tel  me  h r  nl  s  je  ein  e  chamkteristisclle 
Flächellgruppe,  wobei  die Anzahl der letzteren für  lt =  ;L,  5, 6, 7, 8, 9, 10 
successive auf G,  S,  13, 18, 30, 46, 78 wächst.  Es dUrfte  d~ther die Speciali-
sirullg-:  11  =  8  zugleich die obere Grenze für eine exp erimell telle topa, 
logische Untersuchnng- jener Gebilde vorstellen,  welche geschlossenen, aus 
viel' und  mehr  torclirten Streifen  hergestellten Flächen  dlH'ch,  liil1g's  den 
Mittellinien siimmtIichel' Streifen in sich selbst zurückkehrende Schnitte ent· 
springen, und mag aus diesem Grunde hiel' noch das  fUr  u =  8  bestehende 
Schema der characteristischen Flächengrnppen in möglichst gedrängter Dar-
stellung Platz finden:  . 
(1)1"  .0818F 1 •  (2)8"  .1071 [i2'  6Fp  (3)8"  .1206 /1'3,5["1' 
(4)8"  .101051 2[i2,  4Ji'j.  (5)8"  .102104 JF 2 ,  ]1'1;  1;2,31'1' 
(6).1.,.103103[F2,2Fd  R!,)  2Fl •  (7)s ...  1 30 5 /Ji4,,4F 1 • 
(8)16' , .12010" / Fs, F2 ,  3Jii·  (9)16' •.  1 20210ll I  Fa, 1'1;  F2 , 21"J• 
(10)8' ..  1010  103 13F2 ,  2ft;.  (11)8' ..  10  102 102 12F 2 ,  F I ;  F 2 ,  F I• 
(12)8' ..  140.1 i F5 ,  3F 1 ,  (13)16' . ,1301031 F:l' .F2, 2F1· 
(14)8"  . 1302102 \F 4 ,  F t ;  F 2 ,  F I ,  (15)8"  .1201203 1:J1'3,  2Fl" 
(Wh-· .12021202iFs, PI;  Fs , 1'1..  (17)16"  .1201010211'1>, 2F 2,  Fp 
(18)8"  .120102101Ji'g;  1'2,1'\,1"2'  (19h ...  10101010 /4F2. 
(20)8"  .15031  FIJ ,  2F1 •  (21)J6"  .1~0102 i  Fr"  P-.:,  PI' Schnittfigureu fLns  drei tOl'uirteu !::ltl'oifell.  243 
Auf  solcbe  Art  erfordert jede  Fortsetzung  der  hier  dar-
gestellten  topolog'ische~ l!ntersuclmngcn  TI 11 g'l e ~ eh  III ehr Ex-
perimente als  der SpeClalfall:  u  =  3,  so  dass  dle Frag'c  nabe-
liegt,  ob  nicht  wenigstens  die  zur Herstellung der  in Betracht 
kommenden  Gebilde dienenden mechanischen Operationen durch 
passende Hilfsvorrichtungen wesentlich abgekürzt '\Venieu können. 
Um bierüber Aufschluss zu gewinnen,  denken· wir  uns  zu-
näclJst in der durch Fig. I) ('l'af. I) charakterisirten geschlossenen 
Fläche  sämmtliche  Torsionen  in  die  rechtseitigen Sf:reifen-
IJälften geschoben) ferner die Mittelpunkte  heider Schlussstilcke 
durch  die Mittellinien der drei Streifen verbunden  uml dmch die 
Halbil'ungspunktedieser Mittellinien eine EbcllC gelegt. 
Es zerfällt danu die ursprung'lieh g'egebene Flilche in  sechs 
Sectoren,  wobei  die Scheitel je dreier Sectoren  im Mittelpunkte 
eines  und  desselben SchlussstUckes  zusUlllmenstossen,  und  die 
Arme  jedes Sectors ver  sc  11 i e den  e n  Streifen  tLl1gohörell.  Alle, 
dem linkseitigen Schillssstuckc ontspri1lgenden Sectorenarme sille1 
untordirt,  während  die SectOl'enarllle  des rcchtseitigell Schluss-
stuckes  dieselb cn  r:l'orsionszahlell  ."ie  die  sie  enthaltenden 
Streifenb1ilften besitzen. 
Man  kanu nunmehr,  ohne den topolo~~;ischen Charakter 
des ganzen Flächensystems irgenclwie zu verändern, jeden Becto\' 
durch  ein  vollkommen  biegsames Band  ersetz.en,  dessen  beide 
Hälften an Stelle der Arme des Sectors treten, folglich auch deren 
jeweilig'e Torsionen zn erhalten haben. Hiebei entfallen auf jeden 
Streifen  der urspritnglich  gegebenen Fläche  vier  Bandbälften, 
deren Ränder sich längs dessen Mittellinie herithren, so da8s der 
längs  der  letzteren  zerschnittene  Sb'eHen  durch·  Ver-
einigung je zweier auf der  seI ben Seite seiner Mittellinie ein-
(22)16' - .130120211'4"  p;."  Pi'  (23)8' ..  1301010 lli4, 21;2' 
(24)8' ..  12012010 12Fs, 1'2'  (25)8' ..  1002 1  1i7  , 1'\. 
(26)8' ..  1 r'010 I  Fo, IS.  (27)g ...  1401201]'5, Fa. 
(28)4' - . 1301s0 121':1'  (2U)s'"  170 I  Fs•  (30) l' ••  1812J'~1' . 
Hiebei bestimmt das jec1er :FHichenclasse vorg'esetzte symholische Pl'O-
dllct  die  jeweilige  erste Variation der,  auf c1ie  hetreffende FHichenclasse 
entfallenden Variationen  ung-erader  und gerader Specialisirnngen  VOll  t 1 , 
t2 ,  • , .ts ,  während  die  Au  z a 11 1  dieser Variationen  tms  c1em  In cl ex der 
Nummer der hetreffenden "E'Hichcnclnsse zu entnehmen ist. 244  ,J.  L. Schuster, 
an der  gegcnHber  liegender  Bandenden  nachgebildet  werden 
kann.  Sobald man daher särnmtliche Enden  der  sechs Bänder 
in dem hier .präcisirten Sinue  paarweise  yereinigt,  stimmt das 
erhaltene  Gebilde  i.n  topologischer  Hinsicht  vollständig mit 
jenem überein,  welches  ein längs den Mittellinien  sämrntlichel' 
Streifen der ursprünglich geg'ebenen Fläche in sich selbst :mrUck-
kehrender Schnitt liefert. 
Die praktische Durchfilhrung' der hier  geschilderten Erzeu-
gungsweise  erfordert  ihrerseits· einen  einfa.chen  Hilfsapparat,l 
der  sich  wohl  am  angemessensten  als  to polo  gis c heR  ad-
weil  e  bezeichnen lässt und  folgende wesentliche Bestauc1theile 
(s. die schematische Fig. 1 anf 'raf. I) aufweist: 
1.  Eine eiSei"lle cylindl'ische "Velle von 35 mn Länge, ·welche 
in einel" Ausdehnung von 1'5 cm von 8  112m  auf 6 mJn D1Hchmesser 
abgedreht ist uucl sich hiednrch in drei Oylinder von no,  1-:5  und 
3'5  C'ln Läng'c  gliedert.  Das  äussere Ende  des ersten  Oylinclel's 
tragt  einen  5  mm  langen  konischen ZIl'lJfen,  jenes  des  dritten 
Cylinders  einen  abschraubbaren Knopf:  I{,  dessen Drehung zu-
gleich die Welle in Rotation versetzt. 
2.  Zwei in der Breite von 8 mm concentrisch und kreisförmig-
ausgehohrte  eiserne  Kl'eisscheiben:  E,  E'  von  je  1'5  1m}! 
Dicke und  8  cm Durchmesser,  welche auf der ManteUläche des 
ersten Cylinders in solcherLage festgelöthct sind, dass elie Mittel-
punkte  beider  Scheiben  dessen  Axe  in  einem  und demselben 
Verhältnisse von 1  zn 10theilen. Ihre von einander abg'ekehl'ten 
Flächen sind mit je drei  gleich  weit  von  einander  abstehenden 
spitzen  Eisenstiften  von  je  1  cm  Länge  versehen,  welche  zur 
Oylinderaxe 1)a1'a11el  laufen  und  im Umfange  eines  zum Grenz-
kreise der Fläche concentrischen Kreises  von  4 cm Durchmesser 
lieg'en. 
3.  Zwei  in  der Breite  von  8  mm .  concentrisch  und kreis-
förmig- ausgebohrte Korkscheiben :  S, S'  von  je  1·5 cm  Dicke 
und  8 cm  Durchmesser,  welche  einander  auf  der  Welle  nach 
Abschraubung  ihres  Knopfes  von  Fall  zn  Fall  so  lang'e  ge-
1  Diese Vorrichtung spielt bei  der Erzeuguug der hier in Hetl'ltcht 
gezogenen Gebilde eiue Hun.loge,Holle wie der topologischeRotn.tiollsappamt 
(s.  die  zuletzt  citirte Abhandlung,  S. 194-196) bei der  Herstel1ung von  .  . 
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nähett werden,  bis  die Stifte  der eisernen Seheiben vollständig 
in den Kork eingedrungen sind und hiedurch jede Drehung der 
Korkscheiben um die Wellenaxe ausschliessen. 
4.  Eine rechteckige Eisenplatte von 40 em Länge und 16 cm 
Breite  in welche zwei quadratische eiserne Prismen: P, pI von 
je  13 ~m Höhe  und  1·3 ein  Durchmesser  in  solcher Lage  ein-
genietet sind,  dass  die Axen heider Prismen  auf der  mittleren 
Längslinie der Platte im Abstande von 31'4 cm senkreclIt stehen. 
Das prisma P  besitzt in einer Höhe von 11 cm Uber I?einer Basis 
eine  dem Wellenzapfen  entsprechende  Bohrung,  während  das 
pdsma pI - von seinem  freien Endqnerschnitte  aus gerechnet 
_  bis  in eine Tiefe von  2'3 em U-förmig ausgeschnitten ist, um 
die Welle mit ihrem vel:jUngten Theile par  all  c] zur Platte ein-
lagern  zu  können.  Allsserclem  befindet  sich  an  dem Prisma pI 
noch  ein  um  die Axe D  drehbarer Eisenhacken .EI,  welcher in 
der abgebildeten Stellung'  ein Heraustreten der rotirenc1cn Welle 
aus ihrem Lager verhindert. 
Die  jeweilige  Vel'werthungsweise  des  hier  beschriebcnen 
einfacbenApparates bleibt dicselbe, mag' nUll das darzustellende 
topologische  Gebilde  einer  geschlossenellFläche  entspring'en, 
welche aus drei Stl'eifen besteht, oder eÜler solchen,  welche sich 
aus 4,  0, 6 ...  tt Streifen zusammensetzt. 
Man  zieht  zunächst  auf  den  Mantelflächen  beider  Kork-
scheiben nach Befestigung  der  letzteren  auf den eisernen Schei-
ben  parallel zur  Wellenaxe  in  gleichen Abständen  e b ens  0-
viele Theilstl'iche,  als  die  in Betracht kommende  geschlossene 
Fläche Streifen besitzt,  wobei je zwei,  auf verschiedenen 
Scheiben gezogene Theilstriche in einer  u~d derselben, zur 
Wellenaxe parallelen Geraden liegen mUssen.  Diese Ge-
raden  bestimmen  gleichzeitig  die  Mittellinien  sämmtlicher 
Streifen, welche ihrerseits  mitte1st  einer doppelt so grossen An-
Zahl Ieinemer Bänder von je 50 cm Länge und 1 cm Breite nach-
gebildet werden, indem man zwischen je zwei aufeinanderfolgen-
den Theilstrichen je ein Band  nach  dem Muster  der  schemati-
schen Figuren 2 und 3  (Taf. I) - also ohne Torsion seines 
Mittelstttckes - mit Stecknadeln festheftet. 
Um dann  die Verein,igung  der  einander  cOl'respondirenden 
Bandenden  VOn  Fall zu Fall  rasch  und  sicher  durchfUhren  zu 
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können, sind die Enden der auf der Korkscheibe S  zu befestigen_ 
den Bänder mit  flachen Carabinern  aus  elastischem  Stahlblech 
(Fig. 2  und 4) montirt,  während die ihnen  gegen~.berliegenden, 
der Korkscheibe SI  zugehörigen Bandelldell mit ß-Ohren (Fig'.3) 
versehen sind. 
Auf solche Art wird jeder nachzubildende  Streifen aus viel' 
Bandhälften hel'gestellt, welche mit ihren einander zugekehr-
ten Rändern  die  gemeinsame  Gerade  zweier Theilstriche  ein-
schliessen und ihTe jeweiligen Torsionen durch Drehung beider 
in Öhre  e~digender Bandhälften  um jene Gerade als Rota-
tionsaxe erhalten. 
Nach  l)aarweiser Vereinigung  sämmtlicher Enden  werden 
die Nadeln aus beiden Korkscheiben hera.usgezogen,  so dass das 
erzeugte Flächensystem sich volJstänclig von der Hadwelle ablöst 
und behufs seiner top  0 10 goi s c he  n Untersuchung auf irgend eine 
weiche ebene Unterlag'e,  am besten auf eine Korkplatte von ent-
sprechenden Dimensionen übertrag'en  werden  kann.  Hiebei er-
scheint die Darstellung' der jeweiligen Verkettungen, Verflechtun-
gen ete. dadurch wesentlich eI'1eichterl;, dass an Stelle der frühor 
ei~haltenen keilförmigen Flächensectoren nunmehr la  u tel' ring. 
förmig geschlossene Bändel' getreten sind, dercnjeweilige 
Aufhängung'en  und  Knotenwindungen  sich  ohne  zeitraubende 
Verschiebungen in eckenfl'eie Flächentheile direct mit Steck· 
nadeln auf der betreffenden Platte fixiren lassen. 
Durch Aushängen aller Öhre  aus  den sie  umschliessendell 
Carabinern  kann  endlich  das  ganze FHtchensystem  wieder  in 
einzelne Bänder aufgelöst werden, wonach die zuletzt angeg'ebene 
Erzeugungsweise  der  hier  untersuchten  topologischen  Gebilde 
vor jeder anderen auch noch den geringen Aufwan(l an Matelialc 
voraus hat. 
---------
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